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PROLOGO

La ensefianza de las matematicas en los planes de estudios de los nuevos Gra-
dos, supone una adecuacion de sus capacidades y habilidades formales a las necesida-
des que eventualmente puedan aparecer a lo largo de su formacion.

La asignatura de Matematicas para la economia: Calculo que se imparte en
el Grado de Economia en la Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales, de
la Universidad Nacional de Educacion a Distancia (UNED) es cuatrimestral, y
de caracter formativo basico.

El desarrollo del programa correspondiente a las Matematicas para la econo-
mia: Calculo se recoge en siete capitulos. En cada capitulo se tratan los aspectos mas
relevantes de la materia objeto de estudio.

En el capitulo 1, se estudian las Sucesiones y las series, en los capitulos, 2 y 3
se desarrollan de las Funciones reales de variable real y las Derivadas de una fun-
cion. En los capitulos 4, 5 y 6 se estudian las Funciones reales de varias variables
reales (I) y (I) y los Extremos de las funciones de varias variables, respectivamen-
te y finalmente en el capitulo 7 se desarrolla una Introduccion al calculo integral que
forma por si s6lo, una unidad tematica propia.

Para facilitar la adquisicion de las competencias previstas para esta materia cada
capitulo tiene la misma estructura. Los conceptos tedricos se ponen en valor mediante
numerosos ejercicios y problemas, que aplicados al ambito de la economia, tratan de
clarificar y hacer mas comprensible las dificultades de cardcter matematico con que
se encuentra el alumno.

Los autores han procurado, en la medida de lo posible, introducir algunas aplica-
ciones a la economia. Se pretende con ello que el estudiante aprecie la necesidad de
utilizar las matematicas para resolver los problemas reales que, en cada momento, se
plantean en el mundo econémico.

La intencion de este libro, que ha sido elaborado por un equipo docente de la Uni-
versidad Nacional de Educacion a Distancia, experto en matematicas y en métodos
cuantitativos para la economia y empresa, es que sirva para la formacion matematica
de los alumnos que inician sus estudios en la ciencia econdémica.

Los AUTORES
Julio 2013
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Capitulo 1
SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS

| CONCEPTOS TEORICOS

SUCESION

Conjunto de niimeros en correspondencia biyectiva con el conjunto de los nime-
ros naturales. Cada nimero es un término.

PROPIEDADES

Toda sucesion tiene primer elemento; todo término tiene siguiente (no hay ulti-
mo); existe una ley que permite conocer un término, sabiendo el lugar que ocupa.

ENTORNO DE UN PUNTO

Se llama entorno del punto P (de abscisa a) de radio &, al segmento (a — &, a + )
del que se excluyen los extremos (intervalo abierto).
LIMITE DE UNA SUCESION (LIMITE FINITO)

La sucesion a, tiende al limite @, (Iim a, = a) cuando para cada £ > 0 existe un N,
tal que paratodon>N:la—a|<e€.

Dentro de todo entorno del limite existen infinitos términos de la sucesion y fue-
ra s6lo un nimero finito.

LIMITE DE UNA SUCESION (LIMITE INFINITO)

Si fijado cualquier nimero A, tan grande como se quiera, para todo n > N, se cum-
ple la | > A se dice que lim g, = .

11
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CONVERGENCIA

Una sucesion con limite finito es convergente. Si su limite es oo, se dice que es di-
vergente.

SUCESIONES MONOTONAS

Si en una sucesion todo término es < (=) que su siguiente, la sucesion se llama
monotona creciente (decreciente).

Toda sucesién mondtona creciente (decreciente) acotada superiormente (infe-
riormente) tiene limite.

LIMITE DE LOS RESULTADOS OPERATIVOS (SUMA, PRODUCTO
Y COCIENTE)

Sia,y b, tienen limites finitos a y b, lim (a, + b,) = a + b, esto es, el limite de la
suma igual a la suma de los limites.

b ) = ab, o sea, el limite del producto

n-n

Sia,y b, tienen limites finitos a y b, lim (a
igual al producto de los limites.

Sia,y b, tienen limites finitosa y b # 0,

. a a
lim—2+=—
b

n

A continuacién se incluye un cuadro con los valores de los limites, no sélo en los
casos normales, sino también en los singulares. Las igualdades simbdlicas tienen un
sentido convencional, nemotécnico.

lim a lim b Expresion Resultado
n n simbdlica
( a b — a+b
+o0 b +oo+ b +o0
—o0 b —o+ b —oco
lim (a,+b,) A o b o+ b oo
+o00 +oo +00 + o0 +o0
L +o00 —oo +o0 — o0 indeterminado
12
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lfm a lim b Expresion Resultado
n n simbdlica
( 0 b —
acotado —
a b — ab
]
lim (a,- b)) oo b#0 o - oo
o 0 -0 indeterminado
\ oo [e o) oo oo [ o)
limi — b#0 — l
b, b
(
a b#0 — a
b
a oo 4 0
a 0 % %)
1fm% {
n oo b i oo
b
0 . )
0 0 6 indeterminado
\ oo oo = indeterminado

En todos los casos a y b repreentan limite finito, respectivamente de a, y b,.

LIMITES INDETERMINADOS DE LAS FORMAS SIMBOLICAS

El limite de la forma simbdlica eo/eo, si procede de

z

lim

P =l ...
ayn? +an” + +ap

q -1 4 ...
byn? +bn?™ +---+b,

13
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resulta
Sip>g limite oo
Sip=gq limite ay/b,
Sip<gq limite 0

Los limites 0/0, O - co e oo — oo, operando convenientemente, se suelen reducir a li-
mites de la forma simbodlica co/co,

Para los limites de la forma simbdlica eo — e, cuando aparecen en forma de dife-
rencias de raices, conviene recordar las expresiones conjugadas:

Diferencia
de raices dada

JA-B JA+\B
YA-UB Va2 + 348+ B

Conjugada

4 4 — a——  a——
Va-3B a3 + Y2 +aB? + B>
Va-4B VAT +VAT2B + VA B 4+

+VAB2 + !

El producto de cada expresion por su conjugada siempre es A — B.

FORMULA DE STIRLING

Una aproximacion de n!, se obtiene con

n'l=\2mnn"e™"

En el célculo de limites n! (en producto o cociente) se puede sustituir por

N2rmnn"e™

CRITERIO DE STOLZ

SiB, es divergente y lim A /B, es indeterminado

A —A_,

n

lim—2 = lim——2—"—
B Bn_Bn—l

n
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LIMITES DE LOS RESULTADOS OPERATIVOS (LOGARITMOS
Y POTENCIAS)

Silima,=a>0ysib>1:
lim log, a, = log, a
Silima,=>0y c=1im ¢, (finito):
lim a¢ = a*
Se excluyen los casos en que @ sea 0 6 + oo y ¢ sea % oo,

A continuacién se incluye un cuadro similar al anterior (con las mismas observa-
ciones) y que incluye los casos singulares.

lima, limc, Eiﬁ;%sligg Resultado
( 0 —oo 0~ +oo
0 c<0 0~ +o0
0 c=0 0° indeterminado
0 c>0 0 0
0 + o0 o+ 0
a>0 c — a
+o0 —oo (4o0)™ 0
+o0 c<0 (4o0) 0
+o0 c=0 (+o0)0 indeterminado
lim a¢ 400 c>0 (+o0)" +oo
400 +o0 (4o0)* +o0
a=0 +oo 0r= 0
O<ax<l1 +o0 ar 0
a=1 +oo 1% indeterminado
a>1 +oo a+ +oo
a=0 —o0 0 +o0
O<ax<1 —oo a= 40
a=1 —oo 1 indeterminado
k a>1 —c0 a” 0

Los casos de indeterminacion resultantes son de las formas simbdlicas

0, o y I
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LIMITES INDETERMINADOS DE LAS FORMAS SIMBOLICAS 0° E o<

Se toman logaritmos neperianos y se reducen a limites de la forma simbélica O -

Conviene recordar para las aplicaciones

n" a” n?

lim— =o; lim—=0o; lim
n p
a n log, n

= o0

dondea>1,p>0,b> 1.

LIMITES DE LA FORMA SIMBOLICA 1~ - NUMERO e

El nimero e es el limite de la sucesion

a, =(1+l) 0 sea e=lfm(1+l)
n n

También se verifica

1 1 1 1
e=l+—F+—+—+t—+--
20 3l n!

Su valor aproximado es e = 2,71828...
Si aZ” es limite indeterminado de la forma simbdlica 1%, se verifica
e ba — lim by(an—1)
limalr=e

resultando, en el exponente, un limite de la forma simbdlica oo - 0.

SERIES
Dada la sucesion u,, u,, us, ..., u,, ..., se llama serie a la sucesion U, U,, U,, ..., U ,
..., tal que
U=u; Uy=u+uy; U=u+u+u; - U=u+u+u+-+u,

Silim U, = U (finito), la serie es convergente.
Silim U, = oo la serie es convergente.

Si lim U, no existe la serie es oscilante.
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CONDICION NECESARIA DE CONVERGENCIA

La condicion necesaria, pero no suficiente, de convergencia de una serie es lim
u =0.
n

La condicién necesaria y suficiente de convergencia es que, fijado un €>0

lu,  +u ,+tu,  +l<E

desde un valor de n en adelante.

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. CRITERIOS DE CONVERGENCIAS
Criterio de D’ Alambert

<1 Convergente
=[<l=1 Dudoso
n-l [>1 Divergente

.o u
Si lim—2

Criterio de Cauchy

[ <1 Convergente
Si lim Yfu, =13/=1 Dudoso
[>1 Divergente

Criterio de Raabe

[=1 Dudoso

[>1 Convergente
J: l
[ <1 Divergente

Si limn(l —

un—l

Criterio logaritmico

lni [>1 Convergente
Si lim—={/=1 Dudoso
nn

[ <1 Divergente

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS

Una serie de términos positivos y negativos es incondicionalmente convergente, si
alterando arbitrariamente el orden de sus términos, Su suma no varia.
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Teorema de Dirichlet: La condicién necesaria y suficiente para que una serie
sea incondicionalmente convergente es que la serie formada por los valores absolutos
sea convergente. Si una serie de términos positivos y negativos cumple esta condicion,
se dice que es absolutamente convergente.

SERIES ALTERNADAS

Serie alternada es aquélla en la que los términos son alternativamente positivos y
negativos.

La condicién necesaria y suficiente para que una serie alternada sea convergente
es que Iim u, = 0. Nétese que aqui es condicion necesaria y suficiente, la que sélo era
necesaria en las series de términos positivos.

SERIE GEOMETRICA

Laserie u, =a, u, =ar, u; =ar* ..; u, = ar" ... es convergente si Irl < 1; diverge si
lrl>1ysir=1;es oscilante sir =—1.

. a
En el caso de convergencia S = 1
-r

SERIES ARITMETICO-GEOMETRICAS

Son el producto, término a término, de una progresion aritmética de razén d y una
progresién geométrica de razén r.

Son convergentes si Irl < 1.

Siendo § la suma de una serie aritmético geométrica, se tiene que S — Sr es una se-
rie geométrica.

SERIES DE TIPO STIRLING

Son aquéllas en que su término general es cociente de dos polinomios, teniendo el
denominador sélo raices reales simples.

Si son convergentes, basta para obtener su suma, descomponer el término general
en fracciones simples.
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SERIES DE FACTORIALES

Son de la forma

P(n)
u =
" (n+h)

donde P(n) es un polinomio en n de grado k. Para obtener su suma se descompone ,
en suma de & términos de la forma

4 -
el i=0,1,..,k-1

A, constantes. Hay que tener en cuenta que

1 1 1
e=l+—+—+-+—+--
o2 n!

SERIES DEL TIPO DE LA ARMONICA

La suma de n términos de la llamada serie armonica es:

1 1 1
Hn=1+5+—+---+—

n

donde H, representa la suma de n términos de la serie armoénica. Se tiene que

. H
Iim—2 =1
Inn

El valor de H  es:

H =lnn+n+eg,
donde 1) es una constante, 11 =0,5772... , > 0 sin = oo.

La suma
P :l+l+...+L:l(1+l+...+l):lH
"2 4 2n 2 2 "
es la suma de los n primeros términos pares de la armoénica, e

1 =1+l+l+---+ !
" 5 2n-1
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es la suma de los n primeros términos impares

1 1 1 1 1 (1 1
I =l+—+—+—+-+ —+—+
2 3

4+ —
4 2n—1 2n

1
=H2n_Pn :H2n_EHn

INTERES COMPUESTO

Si un capital ¢, se capitaliza a interés compuesto del  por 1 (tanto por ciento di-

vidido por 100) el capital al cabo de ¢ afios es C, = c(1 + r)".

INTERES CONTINUO

Si la capitalizacién en vez de anual fuera instantdnea, el capital al cabo de ¢ afios

seria C, = ce”.
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| EJERCICIOS RESUELTOS

"

Calcular

. n*+3n-1
lim————
2n“ +n

oo
Se trata de un limite indeterminado de la forma simbdlica —.

(o)

Dividiendo numerador y denominador por 7*:

| 3 1
ot +3n-1 +,T2_,T3
1 5 =Ifm =0
2n° +n %_,_i
2
n on

. 3 1 . .
puesto que el numerador tiende a 1, yaque — y —— tiende a cero; por la mis-
ma razon, el denominador tiende a cero. n

En la practica, basta observar que el grado del numerador (3) es mayor que el
grado del denominador (2) para poder afirmar que el limite es oo.

12

Calcular

nd+3n-1

lim
n*-3n?

Del mismo tipo del anterior.

Dividiendo numerador y denominador por n* se obtiene:

1,31
53— L Ry
im0y n® _n* g
n*-3n 1+i
2
n

puesto que el numerador tiende a cero y el denominador a 1.
De forma general:
agn’ +an’ +--+a

lim L=0 sip<
bon® +bn?™ 4+ b, P4
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'3

Calcular

2n3 —5n+2

lim
5n3 +n? -1

Dividiendo numerador y denominador por 7* se obtiene:

2_i+_
_ 2nd=5n+2 2TE 2
1i — =1im T
Sn+n”—1 sy _ 1 5

3

n n

De forma general:

P p=l .,
apn” +an + +ap a,

m p p-1 -
byn? +bn +~--+bp b,

esto es, si numerador y denominador tienen el mismo grado, el limite es el co-
ciente de los coeficientes de los términos de mayor grado.

4

Calcular

B B —
In*+3n-1
n+2

lim

El numerador resulta ser de grado %; el denominador es de primer grado;
luego

B 3/n4—3n—1
lim———————— =
n+2

4
puesto que 3 >1.
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'5

Calcular

Nan? +3n+2

lims—
2713 +6n-2

. Por tanto, el

(RN}
[SSR RN

El numerador y el denominador son del mismo grado:
limite serd el cociente de los coeficientes de mayor grado, o sea:

i Van? +3n+2 A4 2

my—— =3 =
N2Ind +6n-2 27 3

6

Calcular

. (nP+n*-1 n*+1
lim > -
n°“+3n n+2

El limite de cada sumando es oo; por tanto, se trata de un limite de la forma
indeterminada oo — o, Como:

P’ =1 P+l _ (0 +n’ =D(n+2)=(n® +3n)(n’ +1) _

n® +3n n+2 (n® +3n)(n+2)
_ n?—4n-2
n> +5n +6n
Se tiene

a nd+5n% +6n

(P +n*-1 n?+1 o on?—4n-2
lim 3 - = =
n”+3n n+2
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'7

Calcular

o (n*+3n+1 n?-3n+1
lim —
n+1 n-1

Ejercicio andlogo al anterior. De

n2+3n+1_n2—3n+1 _ 4n? =2

n+1 n—1 Cont-1
resulta:
. (n*+3n+1 n?-3n-1 . 4n* =2
lim - =1lim 5 =4
n+1 n—1 n-—1
'8
Calcular

2n° —n*+5 3n+2
n’+1  4n’

lim

El limite del primer factor es oo; el del segundo es cero. Por tanto, se trata de
un limite indeterminado de la forma simbdlica oo - 0. Para deshacer la indetermi-
nacioén basta efectuar el producto, convirtiéndose entonces en un limite indeter-

minado de la forma i.

[e o)

2n° —n?+5 3n+2 . 6n*+n’—2n* +15n+10
2 ' ;= lim 4 2
n°+1 4n 4n” +4n

. 6 3
lim —=—
4 2

'9

Calcular

lim(\/“n2 +n+1-—+n? -n+1)

Se trata de un limite indeterminado de la forma simbélica oo — oo,

Para desahacer este tipo de indeterminaciones, se multiplica y divide por la
expresion conjugada:

24
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lfm(\/n2+n+1—\/n2—n+1)=

_ (r? +n+1=vn —n+ DO’ +n+ 1440’ —n+1) _
(\/n2+n+l+x/n2—n+1)

- lim n*+n+l1—-m*-n+1) . 2n _
Vn2+n+1+n>—n+1 \/n2+n+1+x/n2—n+1
2 2
= lim =—=1

\/1+l+i+”1—l+L 2
n n? \” n n?

donde para llegar al resultado se ha dividido numerador y denominador por 7. Di-
rectamente se hubiese llegado al mismo resultado.

110
Obtener

lim(\n*+6n-1-n)

Como n= «/172 , multiplicando y dividiendo por \Vn* +6n—1+ \/172 se debe
obtener:

2 1,2
lim(\n? + 6n—1 —n) = lim 0" =1=m 6 _4

Vn? +6n—1-\n> 2

[11

Calcular

.3
lim(\n® +6n* —n)

Procediendo como en el problema anterior se tendra:

lim (A n® +6n% —n) =1lim(/n® +6n% —3n’) =
, n® +6n>—n’
=Ilim =
V(P +6n2)? +3(n® +6n2)n® +3(n*)?
6n’ B g _s
%//(n3 +6n%)? + %//(n3 +6n*)n’ + %/(nﬁ) 3

=lim

valor que resulta inmediato después de dividir numerador y denominador por .
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112

Obtener
1 3
2
c: n_n
lim n+1
n?+1

Como todos los términos del numerador y denominador

1 3 n+l
n' n* n*+1

tienden a cero, se trata de un limite de la forma simbdlica 0/0. Multiplicando nu-
merador y denominador por 7%(n* + 1), se obtiene:

1 3
lim;_’72 =1im"(n2+1)_3("2+1)Hm”3—3'12+n—3 .
n+l1 n2(n+1) n3+n2
2
n-+1

por ser los polinomios del numerador y denominador del mismo grado y tal que
los coeficientes de los términos de mayor grado (n*) son iguales e iguales a uno.

|13
Obtener

12+22+3*+.--+n?

n3

Iim

. . ., . 1 el . .z
Se trata de una indeterminacion de la forma simbdlica —; si conociéramos la
oo

suma de los cuadrados de los n primeros nimeros naturales, podrfamos sustituir
el numerador por dicho valor, pero suele resultar ventajosa la aplicacion del de-
nominado criterio de Soltz:

A —A
lim - = |jm -1
n Bn_Bn—l

donde A |y B, | designan las mismas expresiones que A y B,, pero escribiendo
n—1en lugar de n y, ademas, B, es divergente.
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Asi, en nuestro caso, como

A =12+22+3+ - +(n—-17+n?

se tendra

A =12+22+3+ - +(n-2+n—-1)

y como B, =n* B, , = (n— 1)*. Por tanto:

12 +22 432+ +n?
m

Jii 3

n
_h,m[12+22+---+(n—1)2+n2]—[12+22+---+(n—2)2+(n—1)2]
n—m-1)»>°
n? , n? l

=1lim =lim =
n—n®+3n% -3n+1 3n’-3n+1 3
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Calcular

lim

12+3%+5%+...+(2n-1)?
22+4*+6% +---+(2n)?

Aplicando el criterio de Stolz, como B, es divergente y
A =12+3+52++[2n-1) -1
B, =22+4+6"+ - +[2(n- D]

Se tendra

12432 +52 4+ 2= . @2n-1*  4n’—4n+1
lim—————— >— =lim >— =1im 3 =
2°+4°+6°+---+(2n) (2n) 4n

1
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Calcular
., Inn
lim—
n
donde In representa logaritmo neperiano.

Aplicando el criterio de Stolz:

In—
LU TN L et B PN TS R
n n—(n-1) 1
puesto que
1 -1
n—1
y, por tanto,
In -0
n—
|16
Calcular
2
limn—
2"

Por aplicacion sucesiva del criterio de Stolz:

2 2 _1\2 —
lim 2 = lim D g 201
2}1 2" _ 2”* 2”*
= tim 2 = im =0
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Obtener

lim—
n

3" 3Y)
Como — = (—) se tiene:
n" n

3
puesto que— — 0.
n

NortA: Los resultados de los ejercicios 15, 16 y 17 se pueden escribir directamente,
teniendo en cuenta lo dicho en el resumen tedrico en limites indeterminados.

118

Calcular

) (n+1)2"
lim
n-1

Sabiendo que silim a, = 1 y lim b, = oo, esto es, si lim @’ es un limite de la
forma simbdlica 1%, se tiene,

1 bn — plim bp(an—1)
lim g’ = '™ onln

se obtiene
2n . n+l
]fm (I’H—l) _ ellm 2n[m—l]
n—1
Calculemos:
1im 2n("+1 —l)=1im STk Ul VS P S P B
n+1 n—1 n—1 n—

Por tanto:

2n
lim(n+1) — et
n+1
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Obtener

n2-1

p (n2+3n—1Jzn
lim|——
n“—-n+3

Procediendo como en el ejercicio anterior,

2 ﬂ - n?=1[ n2+3n-1
lim (n +3”—1J Yool

2

n-—n+3
y como
. n*=1(n*+3n-1 . n*-1 4n-4
lim 5 —1]=1lim 5 =
2n n-—-n+3 2n n“—-n+3
L (4n*—4n* —4n+4) 4
=lim 3 5 =—=2
2n° —=2n” +6n 2
se tendra:
n2-1
, (n2+3n—1)7 5
lim| ——— =e
n“-n+3
|20
Calcular

Es un limite de la forma simbdlica 1=, ya que

+1-n 1
lim (\n+1 —~n) = lim— =lim =0
(N ") Nn+1++/n Nn+1++n

30
MATEMATICAS PARA LOS GRADOS EN ECONOMIA Y EMPRESA




Por tanto,

[ —— 1

. ‘\“n + 1 n+l-vn Ifim ! T /ﬂ_l

hm \“\— =e NnHl=n | T
y n

Calculando por separado el limite que figura en el exponente

, 1 n+1 B 1 An+1
lim — —1|=1im — ——11=
Jn+1-=+n n Jn+1=+nl n

pim_ L ntl=m 1
v B T

El limite pedido es ¢° = 1.

=0

| 21

Calcular

limn(¥a -1)

donde a es un niimero positivo cualquiera.

Formemos la sucesion:

n(Na-D=u,

a=(l+u—”)
n

Tomando limites en ambos miembros —como el limite de una constante es
ella misma— se tendra:

de donde:

n
y u mafe _ I
a=hm(1+—") =M = limu

n

y tomando logaritmos neperianos:

limu,=Ina

0 sea:

limn(¥a-1)=Ina
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| 22

Obtener

,(%+%T"
lim )

Se trata de un limite indeterminado de la forma 1=, luego

2 n; n
Ya+Yb ! lfm Zn[%”z—l]
lim =e

2

y como:
2n(#—1}=n(%+%—2)=
=n(Va-1+%b-1)=n®a -1)+n(/b -1)

Asi pues, se tendrd que

—\2n
, ('/E+ @’b Iim [n(X a=D)+n(X b-1)] Ina+lnb Inab
lim L, ) 7€ mrammmatT il = e ="V =ab

donde se ha tenido en cuenta el resultado del problema anterior y que

alogaA = A

| 23

Calcular

— 3n
) (%’/E+%’b +(’/?)
lim f

Similar al anterior; se trata de un limite de la forma simbdlica 1=, ya que
lim¥a = 1im b =1lim¥c =1

Por tanto, recordando que silima, =1y lim b, = oo

h’m a}:ln - elfm bu(an—1)
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Se tendra

(1]

Para mayor comodidad, calculamos el limite (del exponente, claro estd) por
separado

I 5 I
. NYa+b+%c-3
=1im 3n 3 =

) Va+3b +3c
lim 3n | ===

=limn[(Ya - 1)+ &b -+ e -1)]=
=limn[Ya =) +nb-1)+*c =1)]=1Ina+Inb+Inc = In(abc)

Por tanto, sustituyendo en [I]

zelnabc =abc

~ n 3n
, [%+£/b +«E]
lim f

puesto que, como se ha visto en el ejercicio anterior

avet = A
124
Calcular, siendo & > 0;
1 1 1
I+ +—+-+—
lim 3 I
In(n+h)

Aplicando el criterio de Stolz

A A —
lim —% = lim —2—2L
B -

n n n—1
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ya que In (n + h) es divergente,

11 1 11 1 1
I+—4+—+-+——|1+=—+—+-+ —
p 2 3 n 2 3 n—-1) .. n _
Iim =1lim =
In(n+h)—In(n+h-1) A
n+h-1
=lim ! =lim ! =1i !
n+h n+h Y 1Y
n+h-1 n+h-1 n+h-1

Calculando

1 " lim n +;.71
lim| 1+ ) =e " =e
n+h—1

y como In e =1, resulta que el limite buscado es la unidad.

|25

Calcular

lim 2('/173

Como el limite buscado se puede escribir
2nf 3 = =
lim Vn?® =1im(n*)> =limn?>"

se aprecia inmediatamente que es de la forma simbdlica =, Tomando logaritmos
neperianos en

A=limn?"
se obtiene
2 3
InA=limln(n? )=1lim—Inn
2n
o bien
In A = lim 22!
2n
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Como se trata del limite de una funcién logaritmica entre una funcién poten-
cial, se ha visto que su limite es cero; luego

INnA=0—->A=e¢"=1

que es el limite buscado.

|26
Obtener

lim
2n+1

Se trata de un limite de la forma simbdlica 0% tomando logaritmos neperianos en
1
A= lim( ! )3”‘
2n+1

InA =1im ! ~1n( ! )zh’m ! [-In(2n+1)]=1lim
3n—-1 2n+1 3n—-1

resulta

—In(2n+1)
3n-1

Como en el ejercicio anterior, se trata del cociente de una funcién logaritmi-
ca dividida por una potencial, cuyo limite es cero.

Por tanto,
InA=0 ; A=e'=1

esto es, el limite pedido es la unidad.

|27

Sea la sucesion

D —

u1= ,’E; u2=\eﬁ2+\/5; u3=\f12+\/ﬁ

se pide demostrar que es monétona creciente.

La sucesién es monétona creciente, puesto que

u, <u,

dado que 2 <2++2.
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Observemos que 2+u, | =u,.

Sumando 2 en los dos miembros de u, < u, y extrayendo raiz cuadrada:

N2+u <42+u,

0 sea:
U, < U,

Repitiendo el proceso
N2Huy <\ 2+u,

u,<u,

O sea:

Por tanto
<y <uy<uy,<..<u,  <u,<..

la sucesion es mondtona creciente.

|28

Demostrar que la sucesion del ejercicio anterior esta acotada superiormente.

Veamos que u, < 2.
En efecto:
u, = J2 <2

Sumando 2 en los dos miembros:
2+u,<4

y extrayendo raiz cuadrada (véase problema anterior),
m =u, <2
Repitiendo el proceso
24u, <4y 2+u, =uy; <2

En general, u, | <2, de donde

N2tu,  =u, <~N4=2

Luego la sucesion estd acotada superiormente.
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NotA. Al haber probado que la sucesion es mondétona creciente y que estd aco-
tada superiormente, queda probada la existencia del limite de dicha sucesion.

Si se tratara de una sucesion mondtona decreciente se deberia probar que esta
acotada inferiormente.

129

Obtener el limite de la sucesion del ejercicio 27.

Elevando al cuadrado los dos miembros de

u, =\/2+\/2+\j2+---+\/§

se obtiene

uf=2+\//2+\f2+---+«/§
O sea:
u*=2+u,

Designando por x a Iim #, y como lim u,_, = x (puesto que el limite es tnico),
se tendra:

X*=2+x; xX*-x-2=0
ecuacién que proporciona
x,=2 x,=—1 (solucion extrafia introducida al elevar al cuadrado)

Luego: lim u, = 2.

|30

En una sucesion cada término es la semisuma de los dos anteriores. Si u, = a
y u, = b, se pide lim u .

Del enunciado se desprende:

u1+u2_ . u2+u3_ . M3+M4_ .
= Us; = Uy, = Us;
2 2 2
un—4 + un—3 _ un—3 + un—2 _ un—Z + un—l =u
9 — "n-2 2 — Yn-1° 9 ~%n
37
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que podemos escribir:

u, +u, =2u,

u, +uy, =2u,

Uy + u, = 2u,
U,y + U, 3=2u,,
U, 3+ U, ,=2u,,
u, ,+u, =2u,

Sumando miembro a miembro y simplificando:

u, +2u,=u, , +2u,

n—-1

pero como u, =ay u,=b;
a+2b=u,_ +2u,

Pasando al limite, si designamos lim u, = x, también lim u__, = x, luego

a+2b=x+2x

a+2b
x=
3
que es el limite pedido.
|31
Calcular
lim Un!
n

En los casos en que aparecen factoriales, suele ser muy ttil la aplicacién de la
férmula de Stirling

. 2@ -n"-e™
lim———— =1
n!

que pone de manifiesto que ambos infinitos son equivalentes y, por tanto, que 7!
puede ser sustituido en productos o cocientes, por la expresion de Stirling. En
nuestro problema, se tendra:
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lim

I ~ _ 2 _
Unt ., N2mn-n"-e ., "2mn-n-e’!
=1im lim
n

n n

Pero lim N 27mn =1

132

Calcular

2n |
Como( )z @n)! se tendrd :

n) (ah)?’
. An @2n)! Y n amm(2n)? e
1 2n 12 = lm 2n / n_-n\2
27" (n!) 2 (W2mnn"e™)
i N”; Jamn .22n .n2n .e—2n B N”% i 1
2% 2man-n®t.e7 T Az
Calcular
. n n n
lim|—5——+— tot—
n“+1 n“+2 n“+n
Para obtener este limite, observemos que
_n n n 0 n n

u, = + + +5 >
"on?+1l n?+1 n?+1 nr+1 n?+1
n n n
+ 7 + ) +... 3
n“+2 n°+3 n-+n

yaqueL>L,h>1, y que
n*+1 n*+h
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+ + Hot
n>+2 n?+3 n’+n

n n

yaque— >———, h<n.Pero
n“+n n°-+h
2
. . n . n
limu, =limn- 5 =lim 5 =1
n°+1 n°+1
2
p . n h n
limy, =limn- 3 =lim 3 =1
n-+n n“+n

Luego el limite de la sucesion anterior —que constantemente estd compren-
dida entre dos sucesiones que tienen el mismo limite— serd 1, limite comiin de
ambas sucesiones.

' 34

Calcular

1 N 1 bt 1
«/n2+1 «/n2 +2 «/n2 +2n

lim

La sucesién dada estd constantemente comprendida entre

S SN S NS .
"oUn?+1 2 +1 n? +1 n? +1

u

1 1 )] 1 1
n: + 7 ...+ :2n
«/n2+2n Vn?+2n \/n2 +2n

% =
\n?+2n

y como
limu,=1im v, =2

el limite pedido serd también 2.
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Estudiar la convergencia de la serie:

_2

u =
n!

n

Apliquemos el criterio de D’ Alambert a nuestro problema; para ello, empe-
zamos por formar u, |, escribiendo n—1 en lugar de n en u,;

2n—1
u, =
(n—=1)!
Hallamos la razén y simplificamos:
2ﬂ
W, _ ot _2
un_l 2n—1
(n=1)!
y calcularemos el limite:
Iim—-=—=0
u n

Como el limite es 0 < 1, la serie es, con seguridad, convergente, esto es, la
suma de sus infinitos términos sera un ndmero finito.

Compruébese que se obtiene el mismo resultado mediante el criterio de
Cauchy, ya que
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Caracter de la serie de término general

B (n _1)2n
"o mP+n+1)n

Aplicando el criterio de Cauchy:

SN T e
1fm 2fu, =1im| (n-D — lim (=D -
V(I’l +n+1)" (n*+n+1)

puesto que el grado del numerador es inferior al del denominador.

Como lim Y/u, =0, la serie es convergente.
Caracter de la serie de término general
n’+1
u =
" n!

Aplicando el criterio de D’ Alambert:

n?+1
2 1) 2
lim - =jim g L ADODE e
U, (n=-1)"+1 (n" =2n+2)n! (n"=2n+2)-n
(n=1)!
puesto que
(n-D! 1.2.3-.... (n—1) _l
n! 1-2-3 .. (n-1)n n
Pero

n’+1 . n?+1
2 = lim—3 2 =
(n“=2n+2)-n n’—=2n"+2n

lim

ya que el grado del numerador es inferior al del denominador. Como aplicando el
criterio de D’ Alambert, se ha obtenido

lim—2 =0

un—l

la serie es convergente.
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Estudiar la convergencia de

Aplicando el criterio de Cauchy:

1fm 2u, = 1im?—- = T L
| Vo 2 2

z. /7
ya que lim\n =1.

Luego la serie es convergente.
Obténgase andlogo resultado por aplicacion del criterio de D’ Alambert.

Estudiar la convergencia de la serie de término general
u = 1
n n 2

1
— pe —12
lim - = lim —2"—  1im = lim 2 = 1im "= =
un— _ un—l n
(n—-1° (n—1)

Nos encontramos asi, pues, en el caso dudoso. Para precisar, en estos casos, si
la serie es 0 no convergente, se acostumbra aplicar el llamado criterio de Raabe-

Duhamel, que dice:
lim n[l _ ) =L
un

En nuestro problema, la aplicacion del criterio de Raabe proporciona:

2
1im nf 1— 2221 | = Jim pf 1- ————— | =
u, n“+2n+1

2n+1 , 2n% +n
‘= =lim 3 =2>1
n"+2n+1 n +2n+1

=limn

Luego la serie es convergente.
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Estudiar si es convergente la serie

n
"= )+ 2)n+3)

Apliquemos el criterio de D’ Alambert:

n
2 2
lim 4 = Jim PFDREDOED gy, N i =1
u, _n—-r (n=-D(n+3) n-+2n-3
nn+D(n+2)

Caso dudoso, apliquemos el criterio de Raabe:

luego la serie es convergente.

141
Caracter de la serie de término general:
_n+1
U, =3

La serie es convergente, como deberd comprobar el lector, por aplicacion su-
cesiva de los criterios de D’ Alambert y de Raabe; el tltimo limite que se debe ob-
tener vale 2.
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Caracter de la serie de término general:

n3

U= e )n+2)m+3)

Directamente se aprecia que la serie es divergente, ya que no verifica la con-
dicién necesaria —pero no suficiente— de convergencia, que era: lim u, = 0, ya
que, en nuestro caso:

n’ B n’

=lim =
m+D(n+2)(n+3) n*+6n’+11n+6

1#£0

lim u, = 1im

143
Obtener el caracter de la serie de término general
= n!
siendo /# un nimero natural.
Aplicando el criterio de D’ Alambert
nh
— h-1
u
Ifm —2 = Ifm —2 = lim ———
u, (n—=1) (n—=1)
(n—-1)!

resultado al que se llega después de simplificar, sucesivamente, por (n — 1)! y por n.

En el limite obtenido, como /4 es un nimero finito, el grado del numerador es
inferior al del denominador, luego:

o u
lim—£L =0

uVl

Por tanto, la serie es convergente.
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Estudiar el caracter de

n!
lln = —
n
Aplicando el criterio de D’ Alambert:
n!
oy _1\n—1 _1\yn-1
tim 4 = g — 1" g 2D g (22D
u, (n=D! n" n"
(l’l _ l)n—l
n—1 n—1
5] (1)
n n e
Uy ] :
Como lim = = — <1, la serie es convergente.
u e

n

145
Caracter de la serie
nﬂ
n = a” -n!
donde a es nimero real.
Aplicando el criterio de D’ Alambert:
nn
u n n"! n Y1 oe
fm — = Ifm —4" 2 — i _1=lim( ) —=L
u, (n—1) a(n—1)" n— a a
a" Y(n-1)!

Sia > e, la serie es convergente; si a < e la serie es divergente, y si a = e, es-
tamos en el caso dudoso.

Para resolver este caso de indeterminacion se aplica el criterio logaritmico:

1
In—
. u L > 1 convergente
lim L= .
Inn L <1divergente

donde In representa logaritmo neperiano.
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Por tanto, hay que calcular el limite:

e"-n!
n

Inn

Recordando (férmula de Stirling) que

nl~~\2mn-n"-e™"

resulta:
In e" \2mn -nt e
lim n" =11,mln 21 =lh'mln(2”)+lnn=l.1=l
Inn Inn 2 Inn 2 2

luego si a = e, la serie es divergente.

Caracter de la serie, cuyos primeros términos son:
u = L. u 2 u u
== :——; :—; :—_; cee
1 22 2 32 3 42 4 52

Es inmediato observar que se trata de una serie alternada, cuyo término ge-
neral es:

n
(n+1)?

un — (_l)n+l .

Como:

n
(n+1)?

, n
m—————=
n-+2n+1

)n+1 .

Ifm I, | = 1im ‘(—1

se trata de una serie convergente, puesto que lu, | era monétona decreciente.
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Caracter de la serie, cuyos primeros términos son:

2 5 8 11 14 17
et =t ———+
7 11 15 19 23 27
Se trata de una serie alternada, que serd convergente si su término general

tiende a cero.

Se aprecia que la sucesion formada por los numeradores (en valor absoluto)
es una progresion aritmética de primer término 2 y razén 3; luego

a=a,+m-1)d=2+m-1)-3=2+3n-3=3n-1

Los denominadores forman una progresion aritmética de primer término 7 y
razén 4; luego

b=b+m-1)d=T+n-1)-4=4n+3
Por tanto, el término general de la serie es
3n-1
u =
" 4n+3

Como
lim u, = 3 #0
4

esto es, el limite del término general no es cero, la serie es divergente.

Por comparacion con una serie geométrica, verificar que la serie
u - 1
" p

es convergente.

En algunas ocasiones es ttil aplicar el llamado criterio de comparacion:

Si la serie de término general u, es tal que u, < v, (1, = v,), siendo v, el tér-
mino general de una serie convergente (divergente), la serie u, es convergente (di-
vergente).

Norta. Las desigualdades indicadas basta que se verifiquen a partir de un cierto
término.
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Si comparamos n! con 27, se tiene:
11<2h 21<2% 31«23
Pero, a partir de aqui:
41>2% 51>25% ...

y, en general, n! > 2"y, por tanto, a partir del cuarto término:

1 1

n! 27

Pero como la serie de término general 1/2" es geométrica, de razén un medio,
es, por tanto, convergente, y como la serie de término general 1/n! (a partir del
cuarto término) se mantiene inferior a ella, serd también convergente.

149

Por comparacion con la serie armoénica, comprobar que la serie de término
general

1
U =——
" In@m+1)

es divergente.

Se comprueba facilmente que n > In(n + 1); por tanto,
1
— < S —
n In(n+1)

Luego los términos de la serie propuesta se mantienen superiores a los de una
serie (la armonica) que es divergente; esto es, la serie propuesta es divergente.

|50

Sumar la serie geométrica

S=3+§+i+i+...
4 16 64

Como la razén es un cuarto (cada término se obtiene multiplicando el anterior
por 1/4) se tendra:
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Hallar la fraccion generatriz de la decimal peridédica pura Z,ZIE. Se tiene

2,45454545...=2+£+ 452 + 453 + 454 +ee
100 100 100° 100

Se trata, a partir del segundo sumando, de una serie geométrica de razén
1/100. Por tanto:

4
245=24+-100 o, B 5 5 2T
L 99 11 11

100

|52

En un cuadrado de un metro de lado se inscribe otro cuadrado, segiin se
aprecia en la figura; en este segundo cuadrado se repite la operacion y se
continda asi sucesiva e indefinidamente.

Hallar la suma de las areas de los infinitos cuadrados.

Observando la figura, se aprecia que el drea de cada cuadrado es la mitad de
la del cuadrado precedente. Por tanto, la suma de las dreas pedidas sera:

S=1+l+l+l+---+=L=2metros cuadrados
4 8 L
2

puesto que forman una serie geométrica de razén 1/2.
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Hallar
L
n—lzn
Formemos la suma de n términos
1 2 3 4 n-1 n
S, =—-t+—+—-+—+ ot —+—
2 4 8 16 2" 2"

Multipliquemos ambos miembros por la razén de la geométrica, o sea 1/2

1 1 2 3 4 n—1 n
=S, o ——

2 4 8 16 32 22
y restemos esta expresion de la precedente:

1 1 1 1 1 1 n
=S =—+—t+—F—F ot ————
2" 2 4 8 16 2n gl

En el limite:

1

1, 2 _ fm—— =

55_1__1_1 (puestoquehmw—o)
2

de donde S = 2.

Norta: Para que una serie aritmético-geométrica sea convergente basta que la
razén, en valor absoluto, de la serie geométrica sea menor que la unidad.
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Calcular

< 3n+1
e

n=1

Es una serie aritmético-geométrica:

4 7 10 13 3n+1
S, ==ttt ++—
3 3 3 3 3
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Multiplicando ambos miembros por % <1.

1., 4 7 10 13 3n+1
5%_§E+§*§Z+§?““+§ﬁr

De donde, por diferencia, se encuentra:

1
_S:£+i=_+_:£
3,1 6
3
de donde:
g3 11 1
2 6 4
|55

Sumar la serie (caso de ser convergente) cuyos primeros términos son

3 7 11 15 19
S+t —+
2 4 8 16 32
Se observa que es el producto término a término de la progresién aritmética
3,7,11, 15,19, ...
por la progresién geométrica
L
27478167 327
cuya razén es 1/2. Por tanto, como la razén de la geométrica es menor que la uni-
dad, la serie propuesta es convergente.

Siendo S la suma buscada

S=§ +Z +
2 4

11 15 19
8 16 32
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multiplicando por la razén de la geométrica y restando miembro a miembro
3 7 11 15

1
5= - +=- +— +—
2 4 8 16 32

1 3 (7 3) (11 7) (15 11) (19 15)
—S=Z+|—— || |+ == |+ == |+
2 2 \4 4 8 8 16 16 32 32

y, después de simplificar:

lS=§+1+l+l+—+
2 2 4 8
Como la suma
1+l+l+l+...:#:l:2
4 -1 1
2 2
Se tiene
lS=—+2=z
2 2

de donde la suma buscada es
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Descomposicion de un cociente de polinomios en suma de fracciones sim-
ples.

Sean dos polinomios en n, P(n) y Q(n), tales que el grado de P(n) sea menor
que el grado de Q(n); si suponemos, ademas, que todas las raices de Q(n) son re-
ales y distintas, la fraccién algebraica dada se puede descomponer:

P(n) A B C
= + +
On) n—-a n-b n-c

+e-

donde a, b, c, ... representan las raices de Q(n) =0, y A, B, C, ... son nimeros
calculables a partir de la igualdad establecida.

Sea descomponer en suma de fracciones simples:

Sn+7
n’+3n+2
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Como el grado del numerador es inferior al del denominador y, ademas, las
raices de n? + 3n + 2 =0son n=—1, n =— 2, reales y distintas, se puede escribir
Sn+7 A B
n+D)(n+2) n+l1 n+2

Suprimiendo denominadores:
Sn+7=An+2)+Bn+1)
Para n = — 1 (primera raiz hallada) se tiene:
5:-1)+7=A1+2)+B(-1+1); 2=A
y para n = — 2 (la otra raiz hallada)
5:-2)+7=A(-2+2)+B(-2+1); -3=-B; B=3
Luego, sustituyendo A y B por sus valores, se tendra:

Sn+7 2 N 3
(n+D)(n+2) n+l1 n+2

que expresa la fraccion dada en suma de fracciones simples.

Norta: El estudio general de la descomposicion en suma de fracciones sim-
ples, se desarrola con detalle en la teoria de integrales indefinidas. En esta leccién
sOlo nos interesa el caso sefialado, pues es el tnico que aplicaremos en los suce-
Sivos ejercicios.

|57
Descomponer en suma de fracciones simples la fraccion:
n+5
(n+1)(n+2)(n+3)

Como el grado del numerador es inferior al del denominador y las raices de
éste son todas distintas: n =— 1, n =—2, n = - 3, la fraccién dada se puede escribir

n+5 A B C
(n+D)(n+2)(n+3) n+l1 n+2 n+3

y suprimiendo denominadores:

n+5=An+2)(n+3)+Bn+1)(n+3)+C(n+ 1)(n+2)
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paran=-1; 4 =2A; A=2

paran =-2; 3=-B; B=-3
paran =-3; 2=2C; C=
Luego:
n+5 2 3 1

= +
n+DH)(n+2)(n+3) n+l1 n+2 n+3

|58

Calcular

d n+5
Z(n+1)(n+2)(n+3)

n=1

Comprobaremos previamente que la serie de término general

"y = n+5
" (n+)(n+2)(n+3)

es convergente, lo cual se consigue facilmente aplicando sucesivamente los cri-
terios de D’ Alambert y de Raabe.

Entonces, descompuesto su término general en fracciones simples, se tiene
(véase ejercicio anterior):

i n+5 i

2
= +
mn+H)(n+2)(n+3) Sn+l Sn+2 Sn+3

Desarrollando cada uno de estos sumatorios

< 2 2 2 2 2 2 2
D =ttt —F—+—+
Sn+l 2 3 45 6 7

S -3 -3 3 3 3 3
D = —t et —
oin+2 3 4 5 6 7
o1 1 1 1 1
D = —t—t—t—
on+l 4 5 6 7

y sumando miembro a miembro:

n+5s 2.2 3 2
3

D+ D)(n+3) 2 3 3

M

n

55
SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS




ya que los siguientes términos de la suma se anulan (puesto que 2 + (—3) + 1 =0)

2_34.1:0- Z—§+l=0,etc.
4 4 4 5 5 5

bl

Luego la suma pedida es 2/3.
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Calcular

> n+3
2

n=ln(n + 2)

La serie resulta ser divergente, puesto que

n+3  n+2 + 1 + 1 J1
nn+2) nn+2) nn+2) n nn+2) n
Sus términos superan a los de la serie arménica, que sabemos es divergente;
luego

< n+3
E{n(n+2) B

Se llega al mismo resultado aplicando sucesivamente los criterios de D’A-
lambert y Raabe.

| 60

Obtener la suma de la serie

d 8n+14

2

Znd+6n? +11n+6

Resolviendo la ecuacién n® + 6n% + 11n + 6 = 0 se deben obtenern=—1,n =
=—2y n=-73; descomponiendo en suma de fracciones simples:

8n+14 _ 8n+14 A B C
n+6n’+1ln+6 Mm+Dn+2)n+3) n+l n+2 n+3

Suprimiendo denominadores

qn+14=An+2)n+3)+Bn+1Dn+3)+Cn+1(n+2)
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Paran=-1: —-8+14=A-1-2 ; A=3
Paran=-2: —-16+14=B-(-1)-1 ;. B=2
Paran=-3: -24+14=C-(-2)-(-1) ; C=-5

Obsérvese que

A+B+C=3+2+(-5=0

De aqui
§3 3,333,
oon+l 1 2 3 4
§2_ 2,222,
amon+2 2 3 4 5
> -5 _ —_5+—5+—5+—_5
aoon+3 3 4 5 6
Sumando:
Y : 8n2+14 _3 (g %):3+§:E
n’+6n°+1lln+6 1 \2 2 2 2
que es la suma pedida.
|61
Calcular

A |
,,Z:“znz—l

Comprobada la convergencia de la serie, descomponiendo su término general
en suma de fracciones simples, se debe obtener:

1

1 _ 2 2

n*—~1 n-1 n+l

Luego:
1 1
c 1 %2 .82
= +

Z&nz—l ng;n—l Z&n+l
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y, por tanto,

rr ot
S 2 -2,2,2,2,2,
on—-1 1 2 3 4 5
1 R .
f: 2 _ 2, 2,2,
aohn+1 3 4 5
y sumando:
1
y L o-2,2.1,1.3
ont—-1 1 2 2 4 4
|62
Descomposicion de p en suma de fracciones mas sencillas. (P(n) repre-
senta un polinomio en n).
Vedmoslo con varios ejemplos.
Sea descomponer
2n+3
n!
Se tendra:
2n+3 o,y 3
n! n!  n!

, resulta, en definitiva:

Comoi_
N Y
m+3 2 3
=4 —
n! (n=1! n

Sea ahora descomponer
2
n°+3n+1

n!
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Se tendra:

n* +3n+1 _ n(n+3)+l
n! ol n!

y la primera fraccién se puede escribir:

n(n+3) n+3 n-1+4
n (=1 (-1
n—1 4 1 4
= + = +
n-1)! (m=-1! (n=2) (n-1)!

Se obtiene, en definitiva:

n?+3n+1 1 4 1
= + +—
n! (n=2)! (n=-1! n!
n3
Sea ahora la fraccion —
n!
Se tiene:
n_ _n2—1+1_(n—1)(n+1)+ 1
n (n-D!  (n-1)! (n—=1)! (n—=1)!
n+l 1 n-2+3 1
n=-2)! (n-D! @®-2)! (n-1!
n-2 3 1 1 3 1

= + + = + +
n=-2)! n-2)! (n-D! -3 @©-2)! @©-1!
Andlogamente, se debe obtener:

nr+4n+5 1 1 1
—=— +
n+2)!  n m-D! (n+2)!

wen’-3p_ 1 1 1. 1
(n+D! (=2)! (-D! nl (+1)!

De forma general se procede como se indica en el ejemplo siguiente.

Sea descomponer:

3 —10n* +10n +2
n!
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que se iguala a trantas fracciones como indica el grado del numerador mas uno y
cuyos denominadores son n!, (n — 1)!, (n —2)! ... O sea

3 —10n* +10n+2 _a b c d

n! n! (n—l)!+(n—2)!+(n—3)!

Suprimiendo denominadores
32— 10n*+ 10n+2=a+bn+cn(n—1)+dn(n—1)(n-2)
y desarrollando
3n3 = 10n* + 10n + 2 = a + bn + cn* —cn + dn® — 3dn* + 2dn

e identificando los coeficientes del mismo grado:

n: 3=d ;o d=3

n* -10=c-3d ;o c=-10+9=-1

n: 10=b-c+2d ; b=10-1-6=3
2=a

Luego
3n’ 102 +10n+2 2 3 1 3
n! nl (m-1D)! (n-2)! (n-3)!
|63

Series del niimero e.

Es conocido el desarrollo del nimero

1 1 1 1
e=l+—+—+—+-+—+--
o2t 3 n!
El conocimiento de este desarrollo permite la obtencion de las sumas de di-
versas series. Sea, por ejemplo,

Desarrollando:

z 2 2|:l+l+l+...+l+...:|

Znr2 13w n!
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Nos basta completar el desarrollo, para lo cual

[1 1 1 1 ]
2l —4—+— e — e | =
31 4! 5! n!

:2|:]+l+l+l+l+...+l+..._l_l_l:|
! 1 2!

12t 3t 4l n!
Por tanto:
Y 2 =€—1—1—l=2€—5
n=1(n+2)! 2
| 64
Calcular
i 1
n=3(n—=2)!
Desarrollando y completando:
| 1 1 1 1
z—=_ — 4t —=
—@=2)r 1 20 3 n!
1

|65

Calcular

Como (véase ejercicio 66)

n?+3n+1 1 4 1
n! n=2)! (m-1D! n!

se tendra:

=3

n2+3n+1 &
5 =% +2<n—1)' nzﬁ

n! (n— 2>' e

n=3
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Desarrollando cada una de las series:

& 1 1 1 1
z—=—+_+...+_+...=e_]
(n=2)! 11 2! n!

n=3
4y L =4(l+l+---+l+---)=4(e—1—1):4e—8
S—n! 2 3 ! I

=1 1 1 1 11 5

— = —4 it —4 ==l ————=—-=
Zal3 4l n! o2 2

Luego:

=(e—1)+(4e—8)+e—5=6e——

= n’+3n+1 5 23
n=3

| 66

Obtener

Descomponiendo en suma de fracciones

3n-5n-1_A B _ C
n! n (m-1)! (n-2)!

Suprimiendo denominadores, teniendo en cuenta que

o=y = -1
n

_2

resulta
302 ~5n—1=A+Bn+Cn(n-1)=Cn?+(B-C)n+A

de donde, identificando coeficientes de los términos de igual grado
3=C ; B-C=-5 ; A=-1

O s€a
A=-1 ; B=-2 y C=3
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Por tanto

= 3n% — s 3
z n! Zn' Z(n 1! Z(n—2)!

n=2 n=2

Desarrollando cada suma parcial

__lz_(l+l+...)=_ 6—(1-{-1) =2—¢
= 20 3 1t

P =—2(1+l+---)=—2[e—1]=2—2e

S (n-1)! TR
Y 3 3(1+ L1, ) 3e
o (n=2)! 1 2!

Luego la suma sera
S=Q-e)+(2—-2¢)+3e=4
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La serie armodnica. Recuérdese que la suma de n términos de la serie armo-
nica es

1 1 1
H =1+—+—+-+—
2 3 n

la suma de n términos pares es

P :1+1+1+...+i; P :l(1+1+1+...+1):1H
"2 4 6 2n "2 2 3 2 "

y la suma de n términos impares es

I, =1+1+l+---+L; I.+P =H, -1 =H,, —lHn
3 2n-1 2

Sabiendo esto, obtener:
1 1 1 11

s=1-1, 1 1 11 Lyl
23 45 6 n

La serie propuesta es convergente, puesto que es alternada y el limite de su
término general es cero.
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Formando las sumas sucesivas de dos, cuatro, seis... términos, se tiene

5221_5211_131

1 1 1 1 1 1
S, =1l-—+——— —|-l=+=|=1-P
4 3 4 ( 3) (2 4) 202
S,=1,-P,

y, en general, teniendo en cuentaque H =Ilnn+ 1M+ ¢,

SZn :In_Pn :(HZn _%Hn)_%Hn :HZn _Hn =

=(n2n+n+eg,,)—(Inn+n+¢g)=In2+In+n+¢g, —(Inn+n+e¢,)=

=In2+g,, —¢

n

Pasando al limite

S=1limS, =1n2

puesto que &, y €, son infinitésimos que tienden a cero si n — o.
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Calcular

1 1 1111 1 1
S=1+-———+—-F+—-—-"F+—-F+—-—+
3 2 5 7 4 9 11 6

Formemos las sumas sucesivas:

1 1
S3 =1+§_5=12_Pl

11 1 1 1
S.=l+———4—+———=[,—P
3 2 5 7 4 4 72

y, en general,

S3n = ]271 - Pn
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Como (véase ejercicio anterior)

1

I, =H,, _EHz" =(1n4n+n+84n)—%(ln 2n+n+g,,)=

2n

=ln4+lnn+n+84n—%(ln2+lnn+n+82n)

Pﬁ%(lnn+n+en)

resulta
1

- P, =ln4—%ln2+£4n—%£2 —-—€

12 n 2n

n

y pasando al limite

S=21n2—lln2=§1n2
2 2
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Calcular la suma
1 211 2 11 2

S=1+——-S+—+—-SH—+——=+-
2 3 45 6 7 89

Se forman las sumas de tres, seis, nueve... términos

1 2 1 1 3 1 1

S =l+———=l+—+--—-=1+—-+-—-1=H; - H,
2 2 3 3 2 3
2 1 2 1 1 1 1 1 (3 3
Sg=l+———+—+——-—=1 +—F+—+—=+——| =+ =
2 3 5 6 2 3 4 5 6 \3 6
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y en general

S :H3n_Hn

3n
La suma pedida se hallara pasando al limite

S=1im S, =lim (H

=lim(In3+Inn+n+¢g —-Inn-n-¢)=

w—H)=lim[In3n+n+¢,-(Inn+n+eg)l=

=lim(n3+¢,-¢)=In3

puesto que lim ¢, y lim &, son cero.
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